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ПРЕСЛЕДОВАНИЕ ЖЕСТКО СКООРДИНИРОВАННЫХ УБЕГАЮЩИХ
В ЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧЕ С ДРОБНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ И ПРОСТОЙ
МАТРИЦЕЙ
В конечномерном евклидовом пространстве рассматривается задача преследования группой пресле-
дователей группы убегающих, описываемая системой вида
D(α)zij = azij + ui − v,
где D(α)f — производная по Капуто порядка α ∈ (0, 1) функции f . Предполагается, что все убе-
гающие используют одно и то же управление. Целью преследователей является поимка заданного
числа убегающих. Убегающие используют программные стратегии, преследователи — программные
контрстратегии, причем каждый преследователь ловит не более одного убегающего. Множество
допустимых управлений — шар единичного радиуса с центром в начале координат, целевые множе-
ства — начала координат. В терминах начальных позиций и параметров игры получено достаточное
условие поимки.
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Введение
В теории дифференциальных игр хорошо известны задача преследования группой пресле-
дователей одного убегающего и задача уклонения от группы преследователей одного убега-
ющего [1–6]. Естественным обобщением указанных задач является ситуация конфликтного
взаимодействия группы преследователей и группы убегающих. Цель группы преследовате-
лей — поимка заданного числа убегающих, цель группы убегающих противоположна [4–15].
Были получены [7] достаточные условия поимки хотя бы одного убегающего в диффе-
ренциальной игре со многими преследователями и убегающими при условии, что убегаю-
щие используют одно и то же управление. Задача простого преследования группы скоор-
динированных убегающих без фазовых ограничений рассматривалась в [8, 9], с фазовыми
ограничениями — в [10]. Задача преследования группы скоординированных убегающих в
примере Л.С. Понтрягина рассматривалась в [11, 12], в линейных дифференциальных иг-
рах — в [13, 14]. Поимке двух скоординированных убегающих посвящены работы [15, 16].
Задача о поимке заданного числа убегающих в задаче простого преследования при услови-
ях, что множество допустимых управлений — шар единичного радиуса с центром в нуле,
терминальные множества — начала координат, убегающие используют программные страте-
гии, а каждый преследователь ловит не более одного убегающего, представлена в [17], где
были получены необходимые и достаточные условия разрешимости задачи преследования.
Общий случай задачи о поимке заданного числа убегающих в случае простого преследо-
вания рассматривался в [18]. Достаточные условия поимки заданного числа убегающих
в стационарном примере Л.С. Понтрягина и линейных рекуррентных дифференциальных
играх получены в [19, 20].
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В данной работе рассматривается задача о поимке заданного числа жестко скоордини-
рованных убегающих при условии, что убегающие используют программные стратегии,
каждый преследователь ловит не более одного убегающего, а движение всех участников
описывается линейной системой с дробными производными и простой матрицей. Терми-
нальные множества — начала координат. В терминах начальных позииций и параметров
игры получены достаточные условия поимки.
§ 1. Постановка задачи
О п р е д е л е н и е 1. Пусть f : [0,∞) → Rn — абсолютно непрерывная функция, α ∈
(0, 1). Производной по Капуто порядка α функции f называется функция D(α)f вида
(
D(α)f
)
(t) =
1
Γ(1− α)
∫ t
0
f ′(s)
(t− s)α
ds, где Γ(β) =
∫
∞
0
e−ssβ−1 ds.
В пространстве Rk (k > 2) рассматривается дифференциальная игра G(n,m) n+m лиц:
n преследователей P1, . . . , Pn и m убегающих E1, . . . , Em.
Закон движения каждого из преследователей Pi имеет вид
D(α)xi = axi + ui, xi(0) = x
0
i , ui ∈ V. (1.1)
Закон движения каждого из убегающих Ej имеет вид
D(α)yj = ayj + v, yj(0) = y
0
j , v ∈ V. (1.2)
Здесь xi, yj, ui, v ∈ R
k, V = {v | ‖v‖ 6 1}, a ∈ R, α ∈ (0, 1). Кроме того, x0i 6= y
0
j для
всех i, j.
Введем новые переменные zij = xi−yj . Тогда вместо систем (1.1), (1.2) получим систему
D(α)zij = azij + ui − v, zij(0) = z
0
ij = x
0
i − y
0
j . (1.3)
Обозначим через intX , riX , coX , affX соответственно внутренность, относительную
внутренность, выпуклую оболочку и аффинную оболочку множества X ⊂ Rk. Будем пред-
полагать, что начальные позиции x0i , i ∈ I , y
0
j , j ∈ J таковы, что любые k + 1 точек из
совокупности {x0i , i ∈ I, y
0
j , j ∈ J} аффинно независимы.
Измеримая функция v : [0,∞) → Rk называется допустимой, если v(t) ∈ V для всех
t > 0.
О п р е д е л е н и е 2. В игре G(n,m) происходит поимка убегающего Es, если суще-
ствует T > 0, при котором для любого допустимого управления v(t), t ∈ [0,+∞), убегаю-
щих Ej , j ∈ J , найдутся допустимые управления ui(t, z
0
ij , i ∈ I , j ∈ J , v(t), t ∈ [0,+∞)),
преследователей Pi, i ∈ I , момент τ ∈ [0, T ], номер r ∈ {1, . . . , n} такие, что zrs(τ) = 0.
О п р е д е л е н и е 3. В игре G(n,m) происходит поимка не менее q убегающих, если
существует T > 0, при котором для любого допустимого управления v(t), t ∈ [0,∞),
убегающих Ej , j ∈ J , найдутся допустимые управления ui(t) = ui(t, z
0
ij , v, s ∈ [0,∞)), i ∈ I ,
преследователей Pi, i ∈ I , обладающие следующим свойством: существуют множества
M ⊂ J, |M | = q, N ⊂ I, |N | = q
такие, что преследователь Pl, l ∈ N не позднее момента T осуществляет поимку убега-
ющего Eβ, β ∈ M, причем если преследователь Pl ловит убегающего Eβ, то остальные
убегающие считаются им не пойманными.
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§ 2. Вспомогательные результаты
О п р е д е л е н и е 4 (см. [21]). Векторы a1, a2, . . . , as образуют положительный базис в
R
k, если для любого x ∈ Rk существуют положительные вещественные числа α1, α2, . . . , αs,
такие, что
x = α1a1 + α2a2 + . . .+ αsas.
Л е м м а 1 (см. [9]). Пусть a1, . . . , as образуют положительный базис. Тогда для любых
bl, bl+1, . . . , bs (1 6 l 6 s) существует µ0 > 0, такое, что для всех µ > µ0
a1, . . . , aj−1, bl + µal, . . . , bs + µas
образуют положительный базис.
Л е м м а 2 (см. [9]). Пусть xi ∈ R
k, i = 1, . . . , n, yj ∈ R
k, j = 1, . . . , m, и выполнены
следующие условия:
(1) n +m > k + 2;
(2) в совокупности {xi − yj, yr − yq, r 6= q, xs − xl, s 6= l} существуют k линейно незави-
симых векторов.
Тогда ri co {xi} ∩ ri co {yj} 6= ∅ тогда и только тогда, когда {xi − yj} образуют положи-
тельный базис.
Л е м м а 3 (см. [9]). Пусть {x1, . . . , xn, y1, . . . , ym} — множество точек R
k, причем n+
m > k+2, любые k+1 точек аффинно независимы и co {x1, . . . , xn}∩co {y1, . . . , ym} 6= ∅.
Тогда существуют множества I ⊂ {1, . . . , n}, J ⊂ {1, . . . , m} такие, что |I|+ |J | = k+2,
ri co {x1, . . . , xn} ∩ ri co {y1, . . . , ym} 6= ∅
и состоит из единственной точки.
Л е м м а 4 (см. [9]). Пусть {x1, . . . , xn, y1, . . . , ym} — множество точек R
k, причем
n +m = k + 2, любые k + 1 точек аффинно независимы и, кроме того,
ri co {xi} ∩ ri co {yj} 6= ∅, xn+1 − yβ0 = µ(yβ0 − y1) = −µ(y1 − yβ0)
при некотором µ > 0, β0 ∈ {2, . . . , m}. Тогда
ri co {xi, i = 1, . . . , n} ∩ ri co {yj, j = 2, . . . , m} 6= ∅.
Введем следующие обозначения:
λ(h, v) = sup{λ > 0 | − λh ∈ V − v}, Eρ(z, µ) =
∞∑
l=0
zl
Γ(lρ−1 + µ)
— обобщенная функция Миттаг-Леффлера.
Л е м м а 5. Пусть векторы b1, . . . , bn образуют положительный базис в R
k, a < 0,
α ∈ (0, 1). Тогда существует T > 0 такое, что для любой допустимой функции v(·)
найдется номер q, для которого справедливо неравенство
E1/α(aT
α, 1)−
∫ T
0
(T − τ)α−1E1/α(a(T − τ)
α
, α)λ(bq, v(τ)) dτ 6 0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как α ∈ (0, 1), то в силу теоремы 4.1.1 [22, с. 101] следует,
что E1/α(z, µ) не имеет отрицательных корней при µ ∈ [α,+∞). Кроме того, E1/α(z, µ) > 0
для всех z > 0, µ > 0. Значит E1/α(z, µ) > 0 для всех z ∈ R
1, µ ∈ [α,∞).
Определим функции
hi(t, v(·)) =
∫ t
0
(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)
α
, α)λ(bi, v(·)) dτ.
Тогда
max
i∈I
hi(t, v(·)) >
1
n
n∑
i=1
hi(t, v(·)) =
1
n
∫ t
0
(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)
α
, α)
n∑
i=1
λ(bi, v(·)) >
>
1
n
∫ t
0
(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)
α
, α)max
i∈I
λ(bi, v(·)) dτ.
Так как b1, . . . , bn образуют положительный базис, то [21] существует δ > 0 такое, что
min
v∈V
max
i∈I
λ(bi, v(·)) > δ.
Кроме того, в силу [23, гл. 3, формула (1.15)]
∫ t
0
(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)
α
, α) dτ = tαE1/α(at
α, α+ 1).
Поэтому
max
i∈I
hi(t, v(·)) >
δ
n
tαE1/α(at
α, α + 1).
Рассмотрим функцию H0(t) = E1/α(at
α, 1)−
δtα
n
E1/α(at
α, α+ 1).
Так как a < 0, то при t → +∞ справедливы следующие асимптотические оценки [22,
формула (1.2.4)]
E1/α(at
α, 1) = −
1
atαΓ(1− α)
+ O
(
1
t2α
)
, E1/α(at
α, α + 1) = −
1
atα
+O
(
1
t2α
)
.
Поэтому H0(t) = −
1
atαΓ(1− α)
+
δ
an
+O
(
1
t2α
)
и, следовательно, lim
t→∞
H0(t) =
δ
an
< 0.
Значит существует момент T > 0, для которого H0(T ) < 0.
Пусть v(·) — произвольная допустимая функция, q ∈ {1, 2, . . . , n}, для которого
max
i∈I
hi(T, v(·)) = hq(T, v(·)).
Тогда E1/α(aT
α, 1)− hq(T, v(·)) 6 H0(T ) < 0.
Лемма доказана. 
§ 3. Достаточное условие поимки одного убегающего
Т е о р е м а 1. Пусть a 6 0, int co {x0i } ∩ co {y
0
i } 6= ∅. Тогда в игре G(n,m) происходит
поимка хотя бы одного убегающего.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Случай a = 0 рассмотрен в [24]. Пусть a < 0. Из условия тео-
ремы следует, что n+m > k+2. Согласно лемме 3, существуют множества I ⊂ {1, . . . , n},
J ⊂ {1, . . . , m} такие, что
ri co
{
x0i , i ∈ I
}
∩ ri co
{
y0j , j ∈ J
}
6= ∅
и |I|+ |J | = k + 2. Будем считать, что I = {1, . . . , q}, J = {1, . . . , l}, причем q + l = k + 2.
По лемме 2 набор
{
z0i,j, i ∈ I, j ∈ J
}
образует положительный базис. Если |J | = 1, то
поимка следует из теоремы 1 (см. [25]). Считаем, что |J | > 2.
Обозначим c
γ
β = y
0
β − y
0
γ . Тогда z
0
i,γ = z
0
i,1 + c
γ
1 для всех i ∈ I, γ ∈ J, γ 6= 1. Поэтому{
z0i,1, i ∈ I, c
γ
1 , γ ∈ J, γ 6= 1
}
образует положительный базис.
Так как n > k + 1, то q + γ − 1 ∈ {q + 1, . . . , n} для всех γ ∈ J , γ 6= 1.
В силу леммы 1, набор
{
z0i,1, i ∈ I, z
0
q+γ−1,1 + µc
γ
1 , γ ∈ J, γ 6= 1
}
образует положительный
базис при некотором µ > 1.
Решение системы (1.3) представимо в виде [26, формула (19)]
zij(t) = E1/α(at
α, 1)z0ij +
∫ t
0
(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)
α
, α)(ui(τ)− v(τ)) dτ. (3.4)
Задаем стратегии преследователей Pi следующим образом:
ui(t) = v(t)− λ(z
0
i,1, v(t))z
0
i,1, i ∈ I,
uq+γ−1(t) = v(t)− λ(z
0
q+γ−1,1 + µc
γ
1 , v(t))(z
0
q+γ−1,1 + µc
γ
1), γ ∈ J, γ 6= 1.
Подставим заданные управления преследователей в систему (3.4). Получаем
zi1(t) = z
0
i1
(
E1/α(at
α, 1)−
∫ t
0
(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)
α
, α)λ(z0i1, v(τ)) dτ
)
,
zq+γ−1,1(t) =
= z0q+γ−1,1
(
E1/α(at
α, 1)−
∫ t
0
(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)
α
, α)λ(z0q+γ−1,1 + µc
γ
1 , v(τ)) dτ
)
−
− µcγ1
∫ t
0
(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)
α
, α)λ(z0q+γ−1,1 + µc
γ
1 , v(τ)) dτ.
Обозначим
hi(t) = E1/α(at
α, 1)−
∫ t
0
(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)
α
, α)λ(z0i1, v(τ)) dτ,
h0q+γ−1(t) =
∫ t
0
(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)
α
, α)λ(z0q+γ−1,1 + µc
γ
1 , v(τ)) dτ,
hq+γ−1(t) = E1/α(at
α, 1)− h0q+γ−1(t).
Тогда из системы (1.3) получаем
zi1 = z
0
i1hi(t), (3.5)
zq+γ−1,1(t) = zq+γ−1,1hq+γ−1,1(t)− µc
γ
1h
0
q+γ−1(t).
По лемме 5 существует момент T и номер s такие, что hs(T ) = 0. Если s ∈ I , то
zs1(T ) = 0 и в игре G(n,m) произойдет поимка убегающего Es. Если hq+γ0−1(T ) = 0 при
некотором γ0 ∈ J , γ0 6= 1, то
zq+γ0−1,1(T ) = −µc
γ0
1 h
0
q+γ0−1(T ).
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Покажем, что
ri co {xi(T ), i ∈ I} ∩ ri co {yj(T ), j ∈ J} 6= ∅. (3.6)
Из (3.5) имеем z0i1 =
zi1(T )
hi(T )
. Кроме того
ziγ(t)− zi1(t) = E1/α(at
α, 1)(z0iγ − z
0
i1).
Поэтому для всех γ ∈ J, γ 6= 1 справедливо равенство
z0iγ = z
0
i1 +
ziγ(T )− zi1(T )
E1/α(aT α, 1)
=
zi1(T )
hi(T )
+
ziγ(T )− zi1(T )
E1/α(aT α, 1)
=
=
E1/α(aT
α, 1)− hi(T )
hi(T )E1/α(aT α, 1)
zi1(T ) +
ziγ(T )
E1/α(aT α, 1)
.
По условию, система
{
z0ij, i ∈ I, j ∈ J
}
образует положительный базис. Следовательно,
положительный базис образует набор
{
zi1(T )
hi(T )
,
E1/α(aT
α, 1)− hi(T )
hi(T )E1/α(aT α, 1)
zi1(T ) +
ziγ(T )
E1/α(aT α, 1)
}
.
Так как hi(T ) > 0, E1/α(aT
α, 1) > 0 и E1/α(aT
α, 1) > hi(T ) при a < 0, то система
векторов {zij(T ), i ∈ I, j ∈ J} образует положительный базис.
Используя лемму 3, получаем (3.6). Так как zq+γ0−1,1(T ) = −µc
γ0
1 h
0
q+γ0−1
и выполнено
условие (3.6), то согласно лемме 4 имеем
ri co {xi(T ), i ∈ I, xq+γ0−1(T )} ∩ ri co {yj(T ), j ∈ J, j 6= 1} 6= ∅.
Считаем, что γ0 = 2. Далее полагаем I = {1, 2, . . . , q + 1}, J = {2, . . . , l}. Для получен-
ных множеств I , J справедливо условие (3.6), при этом число убегающих, участвующих
в данном условии, уменьшилось на 1. Принимая момент T за начальный, будем повто-
рять рассуждения до тех пор, пока число убегающих не станет равным 1. Получим, что
ri co {xi(τ), i ∈ I} ∩ ri co {yj(τ), j ∈ J} 6= ∅ в некоторый момент τ > 0, причем |I| = k + 1,
|J | = 1. Теперь поимка следует из теоремы 1 (см. [25]).
§ 4. Достаточное условие поимки заданного числа убегающих
Т е о р е м а 2. Пусть a 6 0 и для каждого s ∈ {0, . . . , q − 1} выполнено следующее
условие: для любого множества N ⊂ I , |N | = n − s, найдется множество M ⊂ J ,
|M | = q − s, такое что
int co{x0i , i ∈ N} ∩ co{y
0
j , j ∈M} 6= ∅.
Тогда в игре G(n,m) происходит поимка не менее q убегающих.
Доказательство данной теоремы проводится аналогично доказательству соответствую-
щей теоремы работы [17] с использованием теоремы 1.
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In the finite-dimensional Euclidean space, the problem of pursuit of a group of evaders by a group of
pursuers is considered, which is described by a system of the form
D(α)zij = azij + ui − v,
where D(α)f is the Caputo derivative of the order α ∈ (0, 1) of the function f . It is assumed that all
evaders use the same control. The goal of the pursuers is to catch at least one of the evaders. The evaders
use piecewise-program strategies, and the pursuers use piecewise-program counterstrategies. Every pursuer
catches not more than one evader. The set of admissible controls is a ball of unit radius with the center
at the origin, the target sets are the origin. In terms of initial positions and game parameters, a sufficient
conditions for the capture are obtained.
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